Transformation de Mellin-Leopoldt des fonctions elliptiques  by Gillard, R
JOURNAL OF NUMBER THEORY 25, 379-393 (1987) 
Transformation de Mellin-Leopoldt 
des fonctions elliptiques 
R. GILLARD* 
Institur Fourier. UnioersitP Grenoble I, 
Luhororoire de MathPmatiques Pures. 38402 Suinr-Murrin-d’Hke.7, Cedes France 
Communicated by H. Zussenhaus 
Received November 27, 1984 
Le but de cet article est de demontrer la nullite de “l’invariant p 
d’Iwasawa” dans le cas elliptique ordinaire avec nombre de classes 1. 
On peut presenter de deux facons le resultat principal: en termes d’exten- 
sions non ramifiees en dehors de p ou en termes de fonctions L p-adiques. 
L’equivalence entre les deux formulations resulte de la formule analytique 
(p-adique) du nombre de classes. 
Le resultat analogue pour les extensions abiliennes de Q est connu 
depuis 1978, [2]; il utilisait une notion d’independance en repartition 
modulo 1. Un article recent de W. Sinnott revient sur ce theoreme en 
proposant une nouvelle demonstration tres elegante dont le point clef est 
aussi une resultat d’independance, [lo]. Mais comme il s’agit maintenant 
d’indkpendunce algkhrique sur le tore G,,, ce point clef admet, comme on le 
constate assez rapidement, un analogue sur les courbes elliptiques, cf. 1.2 
ci-dessous. I1 est done possible de transposer la methode de Sinnott au cas 
d’une extension abelienne F d’un corps quadratique imaginaire K et d’un 
diviseur premier p de degre 1 de K. Notons p le nombre premier en dessous 
de p. On introduit l’hypothese restrictive: 
0.1 K est principal et p ne dike pas Ie degrP [F: K] 
La restriction sur le degre peut &tre levee saris grande difficulte en raison- 
nant comme dans [S]; celle sur la principalite semble naturelle au moins 
dans un premier temps, un resultat decisif (3.1.1) n’etant plus assure sans 
elle. 
Soient K,, l’unique Z,-extension de K qui est non ramiliee en dehors de 
p, F, l’extension composee F. K, , M, la plus grande p-extension de F 
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non ramifiee en dehors de p. Le resultat principal de ce travail est le 
suivant: 
0.2. TH~OR~ME. Sous 0.1, si p est dijjfbrent de 2 et 3, le sowgroupe de 
torsion de Gal(A4, /F, ) est nul. 
Notons F,, la sous-extension de degre p” de F, /F et definissons M,,lF,, 
de facon analogue a M, /F, ; le theoreme 0.2 admet encore la version 0.3: 
0.3. THBOR~ME. Sous 0.1, sip est dlffkrent de 2 et 3, il existe 2 E N, v E Z 
tels que pour tout n asset grand, I’ordre de Gal(M,,/F, ) soit c?gal ci An + v. 
Pour finir je voudrais remercier I’Institut de Mathematiques de Geneve’ 
pour sa chaleureuse hospitalitt durant l’annee 83-84 et dire combien a Cte 
stimulante pour moi la sympathique ambiance de travail que y regne. 
1. INDBPENDANCE ALG~BRIQUE DES MULTIPLICATIONS FORMELLE~ 
On developpe dam cette section I’analogue “elliptique” de [ 10, sect. 33. 
1.1. Soient k un corps, E une courbe elliptique sur k, R son anneau 
d’endomorphismes, i? le groupe formel defmi par E, R” son anneau 
d’endomorphismes; soient A, ,..., 1, des elements de R’, 0, l’anneau local de 
E en l’element neutre: on a done i.2: Spf 8, avec 6, complete de 0,. En 
prenant un parametre W de E en e, on obtient 6, N k[ [ W]] et O,, est une 
algebre linie sur k[ W]: ceci permet d’expliciter certains lnoncts ci-dessous. 
On a des morphismes induits j:?: d, -+ fi,*et i.*: 6, 6 .. . 6 CC, + 6,, ce 
dernier ttant induit par 1: .@ + E”(i,: i? + Ei) on dtsigne par Ei (resp. E,) 
la jbllle copie de i? (resp. E) dans ir^ (resp. Em). 
1.2. TH~OR~ME. L’image par %* de O,@ ... 0 0, duns 8, est un anneau 
dont le corps des,fractions est de degrP de transcendance r sur k oti r dhigne 
le rang’ du s~~sthvve E., ,..., E., sur R. 
D&zonstration. On peut supposer k algebriquement ~10s. Toute relation 
de dtpendance lineaire C,, s r,Ai induit par les formules d’addition sur E 
une relation de dependance algebrique entre les images des Ai, iE S ceci 
permet de se rtduire au cas ou m = r. 
Nous allons raisonner par recurrence: le car r = 1 etant banal, on sup- 
pose dans la suite que m est 22, que les images des A, ,..., i,,,- r sont 
’ Ainsi que le F.N.R.S. pour son soutien dans cette invitation 
z Pour I’action li gauche, cf. ( 1.2.1). 
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algkbriquement indkpendantes et celles de i,, ,..., 2, sont dkpendantes: on va 
trouver une relation 
m 
2 ci,i,=o. (1.2.1) 
,=I 
Dksignons par 2 le noyau de 1” * dans O,@ ... 0 0,: f dkfinit un germe 
de sous-schtma de E”’ g l’origine, choisissons un reprksentant D de ce 
germe: D est intkgre si I’ouvert est assez petit. Prenons la fermeture 
schtmatique B de D dans E”: D est en fait une sous-varittC irrkductible et 
est dkfinie par 9 g l’origine, cf. [ 1, 6.101; notons B son compl& formel 
en ce point. Le diagramme suivant rksume la situation; p et p, sont des 
projections et 7c est la restriction de p 
DcE,x ... xE,,, 
(1.2.2) 
E, x ... xE,,,-, El?, 
1.3. PROPOSITION. D est une variPtP abt%enne. 
1.4. Continuous en direction de (1.2.1), en admettant 1.3, qui sera 
dkmontrk en 1.6. Observons que X(D) est alors une sous-varittt abklienne 
deE,x ... xE,,_ , ; c’est aussi B, _ , , dtfinie dans E” - ’ de fagon analogue 
g D; a,,,_ , contient I’origine et 1’ est dtfmie par i’analogue de 2. 
L’hypothke de rkcurrence nous donne la nuilitk de cet analogue. I1 en 
rtsulte que n(D) et Em-’ ont m&me dimension et sont done i?gaux. D’autre 
part, on a suppost que D est de dimension <rn done 71 est une isogknie. 
Soit Z* l’isogttnie duale et 5 le morphisme composk pm 0 TC*. Ainsi en notant 
ti le degrk de TC, on a pn* = d et p,,,n* = 5; B est done le noyau de 
d~p,-5~p. (1.4.1) 
La suite d, 6 ... @ 6, + 8, 6 . ‘. & d,/(y) + 6, correspond g la suite 
I!? x x l?+ b +- k, c’est-g-dire que j.* se factorise par 6 done par le 
noyau du complktk de (1.4.1) d’oti 
d&,=x tio,Ii si <=C~,OP,. (1.4.2) 
On a done dkmontrk une relation ( 1.2.1). Au passage, on a obtenu: 
1.5. PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, si II, ,..., II, sont 
1inPairement indipendants sur R, D est Pgal ri Em et 6 ci I?. 
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I .6. Dkrnontrons 1.3. 
Dtkonstration. Choisissons un ouvert afine I/ = Spec A de E”’ et D tels 
que D soit ferme dans U, defini par un ideal I de A, avec U stable par I’in- 
volution 0: .Y + --.Y et montrons que D est stable par (r, i.e., que I est stable 
par a*; on a le diagramme 
A - @ 0,. - d, 
(1.6.2) 
sur lequel opere (T*: enfin I est le noyau de la premiere ligne. 
Pour un localise (A @ A),s assez gros de A @A, anneau de coordonnees 
d’un ouvert L’c I; x U, l’addition de E”’ dtfinit une comultiplication 
A: A + (A 0 A), et 1.6.2 se complete en un diagramme commutatif 
Soit Jc (A 0 A), le noyau de I’application composee de la deuxilme ligne, 
un raisonnement facile sur les produits tensoriels montre que J dtfinit 
(D x D) n k’ dans V; I’inclusion Al c J dtduite de ( 1.6.3) se traduit sur les 
varietes par l’inclusion de (D x D) A v dans l’image reciproque de D par 
l’addition E”’ x E”’ --f E”‘. 
Ceci acheve de prouver 1.6. I. 
1.6.4. Acheuons de dkmontrer 1.3. 
Comme D est un germe de groupe, d’apres [ 11, V. No. 33, theoreme 151, 
il existe un groupe algebrique G le proiongeant. L’apphcation rationnelle 
,o:G+E”’ est en fait un morphisme de varietts, cf. [ll, sect. II, 
thiorime 63; mieux comme p commute avec l’addition sur l’ouvert dense D 
de G, p est un homomorphisme de groupes. D’apres [9, theoreme 161, G 
est extension d’une varitte abelienne A’ par un groupe algebrique Iineaire, 
lequel est dans le noyau de p, par [9, thioreme 111. ainsi p definit un 
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morphisme de variktis abkliennes p: X-+ E”. On sait aiors que I’image de 
X est une sow-variitk fermte et contient D de faqon dense: B est done &gal 
i p(X) et est une varittl abClienne, cf. [ 1, sect. IV, No, 25, thkorkme 1 I]. 
1.7. Particularisons la situation pour la suite: on suppose pour la 
fin de la section que R est l’anneau des entiers d’un corps quadratique 
imaginaire K, R’ son complttti: p-adique pour p idtal premier de R de 
degrt- 1. On note p (respectivement 1~‘) le groupe des racines de 1 dans R 
( respectivement R’ ). 
I .7.1. PROPOSITION. Supposons don& pour chaque 6 dans p”/ un PlPment 
,f, E O,,. Si ka somme x.[,c> 6 sur 6 E p” est nulle, alors les sommes 
S, = 2 ,f&, _ 6 prises sur S E p, hi parcourant un systtime de reprPsentants de 
p’/c( soni constantes ( ,j = I ,.... n). 
DPmonstrution. Notons R’ l’anneau local correspondant h l’idkal 
premier p de R: R’ c R’. Soit A c R’ le sous-R/-module engendrtt par p” et 
i .,,..., i .,,, une base de A sur R’. On peut done tcrire: ad, =I z,i.,, avec 
a, a,, E R, a premier g p. On dkfinit A.,: E”’ -+ E en prenant ati sur le jime fac- 
teur. Grdce aux 1: on est plact dans la situation de 1.2. Ainsi C:= , Sic A, 
est dans l’idial f de 1.2 done est nul; on dkduit alors 1.7.1 de 1.8.: 
1.8. PROPOSITION. Etant don&s des germes de fonctions rationnelles 
f, . . . . . ,f;, E 0,. et de.7 homomorphismes A, # 0: E”’ + E, j= l,..., n, on suppose 
Ies A, 2 ci 2 indPpendants sur R: si aA,= hAi alors i= j ou a = b = 0. La 
mdlitL; du germe z, f; ‘- A, implique alors fa Constance des ,f,. 
D&morrstration. On suppose don& un con&e-exemple avec n minimum: 
ainsi aucun ,/; n’est constant et II > 1. On peut supposer k assez gros: il con- 
tient alors un point P,, non de torsion. Dkomposons A, comme plus haut 
avec des u,,. L’indtpendance de A, et A2 fournit des endomorphismes h, 
tels que 
,,1 
c h,a,, =o, 
i= I 
,?I 
C h,aiz #O. 
i= I 
(1.8.1) 
Considkrons alors I’isomorphisme de IT”‘, r~, dkfini composante par com- 
posante avec P + P + h, P, sur E,. Ecrivons que C f, c A, 0 CT = 0, on obtient 
x,c, A, avec ,C: P+f;(P+c,P,,) avec cj=Ca,,obi(Po); ainsi c,=O, 
L’? # 0. Quitte B modifier tventuellement P, pour Clviter un nombre lini de 
pdles on voit que fl est bien dkfinie en e, on a done bien un germe en e. 
Grace d 1.8.1 on obtient une relation plus courte non triviale 
t,, 
c (f-.f,,=A;=O. ,=1 (1.8.2) 
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2. TRANSFORMATION DE MELLIN-LEOPOLDT 
On resume la theorie des mesures dans le cas elliptique ordinaire puis on 
itudie la transformation de Mellin-Leopoldt pour montrer la conservation 
de la non-divisibilite par p. La section 1 sert par 1.7 dans 2.9. On ne 
suppose pas deja 0. I mais on prend un nombre premier p # 2 et 3. 
2.1. Soient K un corps quadratique imaginaire et R son anneau 
d’entiers. Notons w le nombre de racines de I dans K. On suppose p 
decompose dans K et choisit un diviseur premier p de p dans K. Soit E une 
courbe elliptique definie sur une extension fmie H de K; on suppose que E a 
bonne reduction au dessus de p et que E admet R comme anneau 
d’endomorphismes. Soient I‘ une place de H au-dessus de p, H” le complete 
correspondant et O( H’.) son anneau d’entiers. On plonge’ O( H’ ) dans l’an- 
neau des entiers A du complete de la plus grande extension non ramifiee de 
Q,,. On choisit un modele de Weierstrass de E sur H qui se prolonge en un 
modele sur U(H“); par le choix d’un plongement de Q dans C, il existe un 
ttseau Y c @ donnant un isomorphisme z -+ (p(z, .Y), p’(z, 9)) entre C/J?’ 
et la variete analytique deduite de E. 
Placons-nous a l’origine c de la fibre en r de E/U(H’); on note 0,. l’an- 
neau local en e et 8,. son complete; soit I? le complete formel de E en e: 
c’est un groupe formel isomorphe a S,~f’(6~,). On choisit W= -2X/Y 
comme parametre: d,. s’identifie done a 0( H’ )[ [ W]]. On sait qu’apres 
extension a l’anneau A il existe un isomorphisme W= q( T) du groupe 
formel multiplicatif G,,,, sur ,!? Notons Exp et Log l’exponentielle et le 
logarithme de g. On a done un diagramme commutatif 
(2.1.1) 
traduisant l’egalite de series formelles (dans le corps des fractions de A) 
Exp(z) = q(exp Q,.: - 1) od on a pose Q, = r]‘(O) ’ c’est une unite dans A. 
Comme a la section 1, on note A la comultiplication dans 0, ou 6,, 
et aussi 4 et L l’addition ou la soustraction sur E ou J?? et [a] la 
comultiplication par a E Z = R’, R’ complete p-adique de R, dans A[ [ W]]. 
2.2. I1 existe une correspondance bijective entre les mesures sur Z,, 
a valeurs dans A et les series formelles dans A [ [ W] ] in f c A [ [ W] 1, on 
’ On suppose H/K non ramilike au-dessus de p. 
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associe foq~A[[T]] d ‘oti une mesure p par la theorie classique; f et p 
sont relites par (cf. [lo, 1.11). 
(2.2.1) 
On appelle fonctions algPhriques sur I? les fonctions sur 2 qui sont dans 
l’image d’un anneau O,@ O(L) dans A [ [ W]], avec L/Q,, extension tinie 
non ramifiie et O(L) son anneau d’entiers. 
2.3. Soit E une fonction periodique de Z, dans A; si p” est une 
piriode de E posons pour f~ A[ [ IV]]: 
(E * .f I( w = c i(c) .f(d(c, W)), 
somme prise sur le groupe des points de p”-torsion de 8, avec 
(2.3.1) 
(2.3.2) 
On a identitie les points de torsion sur i? a leurs coordonnees dans Q, et 
prolongi: d par linearite. Si c est un point de p” torsion, I + r] ~ ‘(c) est une 
racine de l’unite de m&me ordre. 
2.3.3. PROPOSITION. Si la fonction f est associke ci la mesure p, E * f est 
asso$e Li la mesure cp --, jLP p(x) E(X) p(x). Si f est une fonction algkbrique 
sur E, il en est de m@me pour E * f: 
DPmonstration. Pour [ racine de 1 d’ordre p” posons El([)= 
p ” 17’1=, E( j) i I; ia fonction (E * f ) 0 q(T) s’exprime immidiatement en 
fonction de E et on retombe sur le rtsultat classique. Si f est un germe de 
fraction rationnelle sur E, il en est de meme pour E *S, mais l’anneau de 
definition doit &tre control& il faut voir que la presence de c dans (2.3.1) et 
du dtnominateur dans (2.3.2) n’obhgent pas a sortir de la famille des exten- 
sions O(L)/Z, de 2.2. Mais ceci se voit sur le develc ‘F 
f + c *f conserve A[ [ W]]: via q on se ram&e a A[ C’ 
B ACT]; or si g(T) = C,“=, b,,,( 1 + T)n’, on obtient en i 
mee de Fourier E -+ E: 
c 30 g(5(1 +T)- l)= 5 b,Am)( <I+ = , ti?=O 
jpement en serie; or 
7’11 puis par densite 
nversant la transfor- 
+ T)“‘. (2.3.4) 
Le raisonnement ci-dessus donne aussi le resultat: 
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2.3.5. PROPOSITION. Donnons-nous deur ,$mction.s pkriodiques I: c[ E,, sur 
Z,,. 011 suppose que pour rout tz, co(n) = 0 si p riir~iw E(n): duns I’unncau i/es 
fonctions alg~hriques sur l?, si p divise t; * ,f; il divisr aussi t:(, * I: 
On appliquera (2.3.5 ) avec I:,) &gale A la fonction caracttristique de Z:. 
On a alors, en posant ,f’* = EC1 * ./’ 
.,*,,,=,f’,w,-$.~~,, f’(d(L., W). (2.3.6) 
2.4. Soit d la diirivation invariante sur E correspondant via q A 
(l/( 1 + t))(c(ldT) A l’origine: (7 respecte A[ [ W]] et l’anneau des fonctions 
algkbriques. On a 
c dp( .u) = ?“f’( 0) (2.4.1) d : - ,’ 
et 
f‘(Exp -1, cf. (2.1.1). (2.4.2) 
2.5. Si g est une application continue entre espaces compacts 
x, + A-2, on a une application g, dans le mCme sens sur les espaces de 
mesures: pour toute mesure p sur X, et toute fonction continue cp sur X2, 
on pose 
!> ,t. cp(Y) g*P(?-) = i (CpL ,!T)(.~) P(-u). (2.5.1) \‘I 
Dans le cas oh X, =X2 = Z,, et oti g est la multiplication par a, g, se 
traduit sur ies skies formelles par 
.f’- Cal +A (2.5.2) 
d’aprks (2.2. I ) et l’identitt 
1 
LP 
[l +q-‘(W)]“‘Au)=j [I +q-‘([a] W)]~‘p(x). 
G 
2.6. Dans la situation 2.5 si A’, est un ouvert de X, et si g est 
l’inclusion canonique, on peut aller dans l’autre sens: pour toute mesure P 
sur X2 et cp fonction continue sur X,, on pose: 
j cp(x)p(.‘;) := J (2.6.1) 
.Y, XI 
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ou g,cp dtsigne le prolongement par 0 de cp. On a evidemment 
g*Wlx, =cL. (2.6.2) 
Ainsi g, est une injection directe, ce qui permet d’identifier les mesures sur 
X, a des mesures particulieres sur X, (les mesures a support dans X,). 
2.7. On peut evidemment combiner 2.5 et 2.6; par exemple, soit U 
un ouvert de Z,, et a E ZT. Notons i et j les inclusions de U et a- ‘U dans 
Z,. Pour cp fonction sur U et $(x)=q(ax) sur aC’U, on a: (i!qo)(ax)= 
j,$(s) d’ou par dualite 
a,(~lI.)=(a,~)I.-~U, (2.7.1) 
ou on a identitit a et la multiplication dans Z,, correspondante. 
2.8. Dtsignons par ppp, le groupe des racines de 1 dans Z, et par 
W(X) et (x) les images de .Y E ZT par les projections correspondant a la 
decomposition en produit: 
z,*=~L,-,x(l+pz,). (2.8.1) 
Grace a (2.6. I ), on peut difinir une fonction continue de s E Z,, a partir 
de .f~ACCWll par 
ML(f)(s)= jz; (x>” P(X)? (2.8.2) 
p et ,f &ant reliees par (2.2.1), c’est la transformke de M&n-Leopoldt de f 
dans le cadre elliptique ordinaire. A l’aide de (2.8.1) et de (2.7.1), comme 
dans [lo], on obtient 
ML(f)(s) = j, +PE .u~Y.x), (2.8.3) 
0 
(2.8.4) 
En choisissant un gentrateur u de 1 +pZ, on obtient un isomorphisme 
I: 1 + pZ,, + Z,, d’oti une mesure 1, v et une “strie d’lwasawa” ZML( f ) E 
A[ [ T] J (likes par la thtorie classique, cf. [ 10, 1.11). En remontant les 
definitions on obtient 
ZML(f Mu’-- I)= Wf)b)= j-; (x)~‘cI(x). (2.8.5) 
641 25.3.IO 
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Observons d’abord la relation fonctionnelle 
( 1 + 7-l’ IML( .f‘ H 7-j = IMU b’lC .f’ )I( 73, (2.8.6) 
qui resulte (lemme de preparation de Weierstrass) de l’evaluation des deux 
membres en U’ - 1; on trouve la m&me chose iL.; (u’.u)‘ p(.u). 
Ensuite 2.8.3 nous donne: 
2.8.7. PROPOSITION. Lu she IML( j’ ) est divisible par p si et seulement si 
la mesure v de (2.8.4) est divisible pur p. 
2.9. TH~OR~ME. Soit .f une fonction algkhrique sur E, c$ 2.2. La puissance 
de p divisant IML( f ) E A[ [ T]] est la mime que celle divisant la somme 
1 [S]( ,f’*) prise sur le groupe p(K) Lies racines de I duns K, c;f: ,fi:n de 2.1 et 
(2.3.6). 
Ce thioreme est l’analogue du thioreme 1 de [lo], sa demonstration 
aussi. 
Dchonstration. Soient ,f’ une fonction algebrique, p la mesure associee 
et .f;, la serie associee a ~1 I,,, , +,+, cf. (2.7.1 ); /ii est une fonction algtbrique 
(2.3.3). Quitte a remplacer ,f par ( l/w) x [S]( ,f ) somme prise sur p(K), on 
peut supposer que .f‘ est invariante par [S] pour 6 Ed, cf. (2.8.7) et 
(2.5.2). Comme .f’ n’intervient que par f’*, on peut supposer que ,f‘=.f‘*. 
Tout revient a montrer que si p divise la somme C [s](.f,) sur p,, , 
alors p divise ,f: Notons 7, la reduction modulo p de ,fcy. Supposons done 
que la somme x y& 7 6 sur 6 E pP _ , soit nulle. (2.7.1) nous dit que chaque 
somme C (,z),,,) [S] sur 6 E p(K) (pour .j= l,..., (p - 1 )/w et 6, membre 
d’un systeme de representants de pP ,/p(K)) est constante. Le raison- 
nement se termine comme dans [lo] en revenant aux mesures: on obtient 
que p divise ~i:f: 
3. APPLICATIONS 
On va montrer que les fonctions L p-adiques de [3], sous 0.1, sont des 
fonctions ML( .f‘ ) pour des fonctions algebriques convenables et en deduire 
grace a 2.9 leur non-divisibilite par p. Les theortmes 0.2 et 0.3 rlsultent 
alors facilement, cf. 3.5. En 3.6 on montre que l’etude de la fonction a deux 
variables de Katz et Yager se reduit immediatement a celle a une variable. 
3.1. On resume d’abord la construction des fonctions L p-adiques 
de [3] et [4] dans le cas ou K est principal: on particularise done les 
notations deja introduites (notamment en 2.1). On prend H= K, on note II/ 
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le grossencaractkre de E/K: pour 8 idtal de K premier g p et au conducteur 
de $, $(&I) via le plongement Kc p, est en fait dans Zt. On note ($(B)) 
sa projection sur 1 +pZ,. En fait, en choisissant un gknkrateur b de kB on a 
($(.g)) = (h); si de plus h est congru g 1 modulo p, on a mCme 
($(A?)) =h~ R. (3.1.1) 
Dans [3], on ne suppose pas 0.1 et on construit une gtnkralisation de 
(rc/(ti)) pour J idCal de K convenable. C’est alors un 61Cment de 1 +pZ, 
mais pas forct‘ment un &ment de R, m$me avec l’hypothkse correspondant 
naturellement i h = 1 modulo p ci-dessus. Ainsi l’introduction de 0.1 est 
motivke par le r&e clef joui: par 3.1.1 dans la suite (cf. (3.3.2)). 
On dtlinit I et u comme en 2.8, on pose I(B) = I($(%?)). 
3.2. Dans [3] on utilise une fonction 0(:, 6p), 6p rkseau comme en 
2.1 que I’on tord avec une combinaison linkaire finie d’idkaux de K 
ff = E X(U) u vkitiant 
GI(LoEZ ~a(u)=&Y(u)N(u)=O 
pour obtenir une fonction elliptique 
(3.2.1) 
Q(z, 3) = n n [p(:, 9) - p(i., LP)]l*~(“), (3.2.2) 
tt i 
oti dans le produit interne j1 parcourt un systkme de reprksentants de 
LI ‘U/J? modulo Faction de + 1. Soit g un idttal de K premier g p et p 
(resp. p, ) un gknkrateur (lixt: pour la suite) de la g-torsion (resp. p-torsion) 
de E. On note z(p) (resp. &I,)) un nombre complexe correspondant d p 
(resp. p, ) par I’isomorphisme analytique C/T = E(C). On note Cl(g) le 
groupe des classes de K de rayon g. On suppose que u n’est pas divisible par 
p et tel que les u avec ~((11) # 0 soient premiers 1 2gp. D’aprks [3] lemmes 9 
et 1 I on peut knoncer, cf. (2.2.1 ): 
3.2.3. LEMME. Pour tout b E R premier ir g la,fonction z -+ e(z + b,-(p), c() 
dt;firzit viu Log une s&ie F,,, qui est en fait une fonction algPbrique sur E non 
nulle en e. 
En effet d’aprk (3.2.2), on a une fraction rationnelle Fz,h sur E. De 
(3.2.1), on dCduit que le support de son diviseur consiste en les points 
h f 7. oti i. comme en (3.2.2) est tel que a(n) := C a(u), somme prise sur 
les u annulant /.. n’est pas divisible par p. I1 est clair que modulo p le 
deuxikme membre de (3.2.2) dtfinit encore une fraction rationnelle F%,* sur 
la rtduction de E. Le lcmme consiste done g vkrifier que cette fonction Fx,h 
est en fait dans O,, (notation de 2.1). En effet e(0, 51) est une unit6 (une 
uniti: elliptique! ). Ainsi 
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3.2.4. Les ,fonctions rationnelles Fz,h et F,,, sent definies et non nulles en 
I’Plkment neutre. 
Posons 
.f,., = fi.h mod P. (3.2.5) 
D’apres 3.2.4, fx,h et ,f,,, sont des fonctions rationnelles sur E ou sa reduc- 
tion qui sont bien definies en l’tltment neutre. 
Etudions .ffh, cf. 2.3.6: la formule de [3, lemme 121 montre que ,f,*.., 
correspond a la d&iv&e logarithmique de 3 + log O(z + hz(p), s() - (l/p) 
log O(z + b?(p), ap). Soit 71 un generateur de p, le lemme suivant donne 
.f’z.h =.r;.,- c4P)C~l.r;.,,. (3.2.6) 
3.2.7. LEMME. Soient c et de R. premiers cj- g et % =(c). On a: ,fx,,,= 
4~~l(.r;.,,,). 
Dhonstration. 11 sufit de deriver l’identite (10) de [3] (I(-, & ) = 
B(cr.2) si a=C~(u)u, r% =xs((u)u%. 
3.2.8. Notons par 7 -+ “7 la reduction modulo p des points de E. Le 
diviseur polaire D,., de ,f,., est la somme z ;’ ou ;’ dtcrit Sz,h, ensemble des 
points de la form hp 4 i (tous distincts!), ou i. comme apres (3.2.3) est tel 
que r(E.) est non divisible par p. Le support du diviseur polaire de 
Cnl(.fi.,+) est aussi L mais comme n est de degre p, la multiplicite est 
multipliee par p. 
3.2.9 PROPOSITION. Le diviseur polaire f,*.h est pD,,,. De plus si h’ est un 
autre Plkment de R premier ci gp dont la classe dans R/g diffhe de celle de h, 
les ensembles Sx,h et Sx,h. n’ont aucun point commun. 
Dhonstration. La premiere partie resulte de ce qui precede. Pour la 
deuxieme, soit hp + ?ce Sz,h tgal a h’p +X’S,,,.; on a (b-h’) p=S’-..U. 
D’apres les hypotheses sur c1 ce point de g-torsion est aussi de torsion 
premiere a 9: il est trivial. D’ou hp = h’p et le rbultat. 
3.3. En comparant les notations on voit que la strie GIG,,, de [3] 
peut &tre dtfinie par 
G:,,,,(u( 1 + T) - 1) = IML(o’- ’ *f,,,)(T). (3.3.1) 
La presence de u( 1 + T) - 1 tient a la difference de normalisation; elle 
n’affecte pas la divisibilite par p puisque T+ u( 1 + T) - 1 detinit un 
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isomorphisme de A[ [ T]]. P our .G.# = (6) b premier a g, b 3 1 modulo p, on 
va obtenir 
b-‘(l+T)-K”‘G’ u,,fB1)(4 1 + n - 1) = IMUw’- ’ * fi,b)(T). (3.3.2) 
Les hypotheses sur h donnent par (3.1.1) que ~“~1 est tgal a b. On appli- 
que alors (3.3.1) (2.8.6) le lemme 3.2.7 et la relation [b] mm1 (wiP’ *f)= 
w ’ I * [b] -.’ f verifiee car b = 1 mod p. 
3.4. Soit cp un caractere de Dirichlet de K d’ordre premier a p. On 
note g ou gp le ppcrn entre son conducteur et celui de $ avec g premier a p. 
Comme aucune racine de 1 n’est congrue a 1 modulo g, le lemme du 
serpent nous donne un isomorphisme 
(~JP&)* = (R/P)* = kerCCl(gp) --, CUg)ll (3.4.1) 
envoyant b sur l’ideal (b’) avec b = b’ modulo p et b’ = 1 modulo g. Ainsi cp 
delinit par restriction un caractere modulo p egal a w’, 0 6 1 <p - 1 pour 
un i unique (cf. 2.8). Soit w  le caractere compost WO$; w  est un caracdre 
de Dirichlet puisque pour &’ = (b) avec b = 1 modulo g, w(B) = w(b). De 
plus cp, := f$W’ est un caractere de Dirichlet de conducteur divisant g et 
done premier a p. 
Dans [3] et [43, la fonction L p-adique associee a 40 est dtfinie a l’aide 
d’une serie d’Iwasawa Z( T, cp) E A[ [ T]] par: 
I!+, cp)= I(u’ -.<- I, 9). (3.4.2) 
Pour la suite, il nous suffit de savoir que par definition m&me Z(T, 9) est un 
diviseur de la sirie N,( T, 9), 
NAT, 9)=x 9-‘(2)(l + T)-‘g-I,c,~,,U-), (3.4.3) 
ou dans la somme B parcourt un systlme de representants premiers a p de 
Cl(g). Cette strie est indtpendante du choix des .B car les conducteurs de ‘pi 
et Ic/ divisent g: wN,( T, 9) correspond a une somme ou b parcourt un 
systeme S de representants de (R/g)*, b premier a p et choisi congru a 1 
modulo p. Posons 
f,,,= c cP-‘((WL,,. 
h E s 
(3.4.4) 
3.4.5. LEMME. M’N,(u( 1 + T) - 1, 9) est la transformbe par IML de la 
fonction algkbrique sur I?: wi- ’ * f,., . Cette fonction est invariante par 6 
quelconque dans p(K): [6](0” * fi,v)=wi-' *f,,,. 
DPmonstration. La premiere partie de 3.4.5 resulte immtdiatement de 
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(3.3.2) et (2.3.3). Pour la deuxieme partie, posons i; = uJ’ ‘, Alors si ;, 
correspondap, (cf.apr~s(2.3.2))(&*.f,.,)(W)=S(i,)C,..C~=I cp((h)) ’ 
~(c))‘f~,~(d(W’, [c] pl)); [S](E *.f,,,) s’exprime done a l’aide de 
C~l.L.h(~ i Ccl Pl)‘.fAC~l(~ i Cd ‘(,I ,,I)) 
=d ‘f x.hh ‘(A( w Cd- ‘c-1 P, 113 cf. (3.2.7). 
Soient 6, et 6, deux elements de R tels que 
6 = d,, modulo n, S,, = 1 modulo p, 
6Ecs, modulo p. 6, f 1 modulo $1, 
on peut faire le changement de variables dans les sommes: h’= ha,, ‘, 
L’I=L.(), ‘. On deduit alors la fin de 3.4.5 de: 
1 =cp((6))=cp((6,,))cp((6,)) 
= cp((6,‘)) ci’= (p((d(,)) E(6,) ci. 
3.4.6. TH~OR~ME. Si cp rst # 1 d’ordre premier ir p et si 0.1 PS~ vir$ike 
ulors p ne duke pas I( T. cp). 
Dimonstrution. D’apris (3.4.5) on peut appliquer 2.9: ceci ram&e 
d’apres le debut de (3.4.5) a etudier la divisibilite par p de w’~ ’ * ,f,,, 
probleme qui se ram&e par (2.3.5) a la divisibilite de ,f,*.,. Comme les 
poles de .fz,, ne se simplifient pas dans la sommation sur S d’apres (3.2.9) 
,f:,, fonction rationnelle sur la reduction modulo p de E, est non nulle. 
3.5. Passons maintenant a la demonstration de 0.2 et 0.3. Notons 
d’abord que si F= K, de 0.1 on diduit que Gal( MO/K) est isomorphe a Z,, 
done que M,, = K, et Iv, = K /. ; d’ou 0.2 et 0.3 dans ce cas. 
Soit n un caractere de Gal(F/K) defini et irreductible sur Q. D’apres [3] 
4.1 corollaire 2 du theoreme 3, la croissance de la /l-partie de Gal(M,/F,,) 
en n est la m&me que celle d’un quotient impliquant les unites elliptiques. 
La croissance de ce dernier quotient est reliee aux series I( T, cp) par [3] 
theoreme 5. Remarquons que [3] fait une hypothese supplementaire dont 
[4] s’est affranchi. On en deduit 0.3 de la thtorie d’Iwasawa sur les 
invariants E. et p, cf. par exemple [8, chap. 5, sect. 1.21. De ceci on tire la 
tinitude du groupe de torsion de Gal(M,.<,/F., ). Sa nullite resulte de 
[6, sect. 43. 
3.6. Donnons une application g la fonction a deux variables de 
Katz (cf. [7] et [ 133 ). Soit, pour i, j deux classes de congruences modulo 
p- 1, G’.‘(T,, T?)EA[[T,, T1]] 1 a strie formelle interpolant les valeurs 
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convenablement normalistes de la fonction L du grossencaractkre I,@ k2 
CvaluCe en k, . Les considkrations de [ 13, thkorkme 30 et lemme 5.21 de 
[ 121 relient G’,‘( T, 0) g une sCrie Z( T, cp) pour un certain rp = 1; ,I’{ de lot. 
cit. La non divisibilitt: par p de G’,‘( T, 0) pour (i, j) # (0,O) rksulte done de 
(3.4.6); celle de G’.‘( T,, T,) est alors immkdiate. Ainsi: 
3.6.1. TH~OR~ME. Pour (i, j) # (0, 0), G’.’ II ‘est pas divisible par p. 
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